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Marches alCatoires sur des polytopes r Cguliers 

M L Mehta 
Service de Physique Theorique, Centre d’Etudes Nucleaires de Saclay, BP No 2, 
91 190 Gif-sur-Yvette, France 

R q u  le 11 Juin 1974 

Rk”. On considere le mouvement aleatoire sur les sommets d’un polytope. La proba- 
bilite de passer d’un sommet a un autre depend de la distance a franchir. Elk peut en plus 
dependre des p dernieres etapes (on dit alors que le mouvement est non-Markovien d’ordre 
p ) .  Nous calculons la probabilite de se trouver, apres n ttapes, a un sommet quelconque: 

(i) des trois polytopes reguliers a s dimensions pour les marches Markoviennes (ou 
non-Markoviennes d’ordre zero); 

(ii) du simplex a s dimensions pour les marches non-Markoviennes d’ordre un. 

Abstract. We consider a random walk on the vertices of a regular polytope. The probability 
of going from one vertex to another depends on the distance between these vertices. It may 
in addition depend on the last p steps taken (we say then that the walk is non-Markovian of 
order p). We calculate the probability of getting to any vertex in n steps for : 

(i) the three regular polytopes in s dimensions when the walk is Markovian (or non- 
Markovian of order zero); 

(ii) a simplex in s dimensions when the walk is non-Markovian of order one. 

1. Introduction 

Nous considerons les deplacements aleatoires sur les sommets d’un objet regulier a s 
dimensions, appelk polytope. A chaque etape on a une probabilite de passer d’un 
sommet a un autre, et cette probabilite depend de la distance entre les sommets. La 
marche est dite Markovienne si a chaque etape les probabilitks ne dependent pas des 
etapes precedentes. Lorsque ces probabilitks dependent des etapes precedentes, le 
probleme est plus difficile a traiter et nous n’etudierons que le cas oh la memoire du 
marcheur est limitee a la derniere etape qu’il vient de franchir. 

I1 est commode de presenter les diverses probabilitks sous forme d’un tableau 
carre, sur lequel on inscrit la probabilite de passer du sommet j au sommet k au croise- 
ment de la j-ieme ligne et la k-ieme colonne. Un tel tableau est appele matrice de trans- 
fert. L’ordre de la matrice de transfert est &gale au nombre des sommets pour les marches 
Markoviennes et est beaucoup plus eleve pour les autres marches. 

Pour les marches Markoviennes il est possible dans chaque cas de determiner tous 
les vecteurs propres de la matrice de transfert et donc de la diagonaliser. Le probleme 
est par consequent rtsolu. Pour les marches aleatoires avec memoire d’une etape 
nous n’etudierons que le cas d’un simplex. 

Le present travail est motive par un probkme de la thkorie des liquides. I1 y a des 
molecules qui tournent et qui ‘se souviennent’ un peu de leur passe, elles peuvent 
&tre simulkes par le modele du mouvement Brownien avec memoire sur une sphere. 
Comme le probleme original est difficile, nous l’avons remplace par un plus simple. 
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Le probleme pourrait etre generalise, soit qu’on etende la memoire a un nombre fini 
d’etapes, soit qu’on remplace les sommets discrets des polytopes par un espace continu 
comme la surface d’une sphere. 

2. Lespolytopes 

Les polytopes a s dimensions generalisent les polygones a 2 dimensions et les polyedres 
a 3 dimensions. Un polygone regulier est un objet a deux dimensions dont tous les 
cGtes sont egaux et tous les angles sont egaux; un polyedre regulier est un object a trois 
dimensions dont toutes les faces a deux dimensions sont des polygones reguliers et 
egaux; de m&me pour s > 3 un polytope regulier a s dimensions a toutes ses faces a 
(s - 1 )  dimensions regulieres et egales. Le nombre des polytopes reguliers est limite 
(Coxeter 1948) pour s 3 3 ;  il vaut 5 pour s = 3, 6 pour s = 4 et 3 pour s 2 5. Les 
trois polytopes reguliers a s dimensions (s 2 3) sont les suivants : 

(i) Le simplex est la generalisation du triangle et du tetraedre. Si on considere un 
referentiel a coordonnees obliques, la direction positive de chaque axe de coordonnee 
etant inclinee a 60” par rapport a tous les autres, les s points situts a une distance unite 
le long de ces axes et l’origine seront les s + 1 sommets du simplex. 

(ii) Le cube est la generalisation du carre ou du cube ordinaire. Dans un referentiel 
a axes Cartesiens orthogonaux, les 2s sommets d’un cube ont les coordonnees ( f l ,  
k l ,  ..., kl ) .  

(iii) La croix Cartbienne est la generalisation de l’octaedre. Dans un referentiel a 
axes Cartesiens orthogonaux, ses 2s sommets ont les coordonnees (f  1,0, . . . , 0)  (0, f 1, 
0,. . . , O), . . . , (0,. * . ,o, f 1). 

Pour ,s < 4 il y a d’autres polytopes reguliers, mais nous ne les considererons pas. 

3. Les marches Markoviennes 

La probabilite de passer d’un sommet a un autre ne depend pas du passe. 
(i) Simplex. Tous les sommets sont equidistants. Soit p la probabilite de rester 

immobile et q celle de passer a n’importe que1 des s autres sommets. On a p+s4 = 1. 
La matrice de transfert est : 

M j k  = P B j k + d l - B j k )  = (P-4)8jk+45 
j , k =  1,2 , . . . ,  s + l ,  

oh 6 j k  est le symbole de Kronecker, valant 1 quandj  = k et zero quand j # k .  Soit 

u j k  = (s+ 1)- l i 2 d k ,  o = exp[2zi/(s+ l )] .  

Alors U est unitaire et U+MU est diagonale. Ses elements diagonaux sont 

( u + M U ) j j  = p - q + q ( s + 1 ) 6 j , s + 1 .  

Apres n etapes la probabilite de se retrouver au point de depart est donc: 

1 
(M”). ,  = -[l + s ( P - ~ ) ” ] ,  

J J  s + l  
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et celle de trouver a n’importe que1 autre point est 

On retrouve ainsi le resultat obtenu par Dreitlein ( 1 9 6 9 )  a partir de la theorie des groupes. 
(ii) Cube. Avec les axes orthogonaux les coordonnees Cartesiennes d’un sommet 

du cube sont E ( c l ,  c 2 , .  . . , cS), oU c j  = 1 ou - 1 pour j = 1 , 2 , .  . . , s. La ‘distance’ 
entre deux sommets c et q est egale au nombre de changements de signes entre E et q ,  
c’est-a-dire I I E - ~ I I  = @;=l( l  -cjqj). Soit p k  la probabilite d’aller du sommet E au 
sommet q,  oh I/c-qll = k, k = 0 , 1 , .  . . , s. La conservation des probabilites s’ecrit: 

S 

P o + s p , + ( ; ) p 2 +  . . .  +PS E 1 (?)Pj  = 1, 
j =  1 

et les elements de la matrice de transfert : 

E M(E1 ,. . . 9 E s ; ? l ? . .  . 9 q s )  = Pk, 
si 

S 

l l c - t j l l  E C ( l - c j q j )  = k .  
j =  1 

Soit 
U = 2-+y- 1)ix:=,(l-q(l-q,)* 

‘9 

On verifie que U 2  = I (I est la matrice unite), et que U M U  est diagonale: 

1 ufq = 1 u,,~,, = - 1 . . . ( -  l ) ~ x : = l ( l - C , ) ( 2 - ‘ ~ - q ~ ) ,  , q l = i l  , , = f l  

La somme sur t j  donne 

OU 

S 

k = ~lt-eli 4 1 ( 1 - 5 ~ 8 ~ ) .  
j =  1 

Le coefficient de p o  s’obtient pour 5 = 8. Celui de p1 s’obtient si O j  = t j  pour tous j 
sauf un, par example 8,  = - t l ,  O2 = t2 ,  . . . , O s  = t, . De meme pour avoir le coefficient 
de p j ,  on doit prendre j des 6’ distincts des 5 correspondants et les (s - j )  autres 8 egaux 
aux 5 correspondants. Chaque fois que O j  = t j ,  la somme sur t j  donne 2SeJqJ comme 
prectdemment. Chaque fois que O j  = - t i ,  la somme sur t j  donne 2cjScJqJ par un calcul 
analogue. Le coefficient de pi est donc 
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Ainsi nous trouvons que 

et 

S 

Par exemple, apres n etapes la probabilite de se trouver sur un sommet a distance I du 
point de depart s'obtient en prenant 

E = (1,1, . . . ,  l), et q = ( -1  , . . . ,  -1, 1 , . . . ,  1) 

s - I fois 
-- 

1 fois 

pj"' (M") ( 1  ,..., 1; - 1 , .  . . ,  -1, 1 , . . . ,  1) 
Lyi-- 

S 1 s - 1  

(iii) Croix Cartesienne. Les 2s sommets sont xj  = (0,. . . , 1,. . . , 0), y j  = (0,. . . , - 1, 
. . . , 0) oh la seule coordonnee non-nulle est + 1 ou - 1 dans la j-ieme position, j = 1, 
2, . . . , s. Pour le sommet xj  tous les autres sommets sauf y j  sont a distance egale. Soit 
p la probabilitk de ne pas bouger, q la probabilite d'aller sur un sommet voisin quel- 
conque, et r la probabilite d'aller sur le sommet oppose. On a p + 2 ( s -  l ) q + r  = l. 
La matrice de transfert s'ecrit : 

ou z j  represente soit xj  soit y,. Soit : 

U,,,, = U,,,,, = U,,,,, = (2s)-"20'k, 

U,,,, = - (2s) -  %Jk, w = exp(2ni/s). 

On verifie alors que U + U = I et que U +  M U est diagonale avec les elements 
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On a donc: 

1 
2s $n) = (Mn)x,xJ = (M“)yJYJ = -[l+s(p-r)”+(s- 1)(~-2q+r)”],  

1 
q(”) = (MnIZJzk = ~ [ l -  (P - 2q + I )” ] ,  

I(”) = (Mn)x,yJ = (Mn)y,xJ = - [ l - s ( p - r ) ” + ( s - l ) ( p - 2 q + r ) ” ] ,  

j # k, 

1 
2s 

oh de nouveau z j  indique indifferemment xi ou y j .  

4. Les marches avec memoire d’une etape sur un simplex 

Supposons que le marcheur ne reste jamais stationnaire ; soit p la probabilite de retracer 
dans le sens inverse l’etape qu’il vient de prendre et q la probabilitk d’une autre etape 
quelconque. La matrice de transfert, d’ordre s(s+ l), peut &tre ecrite 

M j k , l m  = 6kl[(P-q)6jm+ql, j #  k , l # m ,  j , k , l , m =  1,2 ,..., s + l .  (3.1) 

p+q(s-1) = 1. (3.2) 

La conservation des probabilites donne 

Soit A une valeur propre de M et B le vecteur propre correspondant dont les s(s+ 1) 
composantes sont les quantites Bjk definies pour j ,  k = 1,2, . . . , s + 1, a l’exception des 
valeurs j = k : 

s +  1 

avec 
s +  1 

ak = B k l .  
1=1 
1 Z k  

Ou encore en tchangeant j et k, 

(3.3) 

(3.4) 

Effectuant la somme sur k = 1,. . . , s+ 1, k # j ,  et puis sur j = 1,. . . , s f  1, nous 
trouvons 

[A’-(p-q)’Iaj = q[A(A-aj)+s(p-q)ajI ,  (3.7) 

[AZ-(P-4)’1A = qs[n+(P-q)lA3 (3.8) 
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(3.9) 

Oh 
s+ 1 ~~ 

A = 1 a j .  
j =  1 

Supposons d’abord que A # 0. L’equation (3.8) donne alors 

A2 - (P - d2 = @[A+ (P - 411 

( L + p - q ) ( A - p + q - q s )  = 0, 

ou encore 
(3.10) 

et l’equation (3.7) indique que aj  ne depend pas de j ,  a j  = a. Pour A = p - q + q s ,  
l’equation (3.6) nous donne 

Bjk = constant. (3.11) 

Par contre pour A = - ( p - q ) ,  l’equation (3.6) se reduit a une identite, mais l’equation 
(3.5) donne 

et en effectuant la somme sur j et k, j ,  k = 1,. . . , s + 1, j # k, on arrive apres quelques 
simplifications a q = p +  1. La derniere egalite est absurde puisque 0 < p ,  qs < 1. 
Donc pour A # 0, la valeur propre unique est 

A = p - q + q s  = 1, (3.12) 

Supposons maintenant que A = 0, mais que les ai ne sont pas tous nuls. L’kquation 
avec le vecteur propre (3.1 1). 

(3.7) nous donne alors 

A 2 - ( p - q ) 2  = q [ - ; i + s ( p - q ) ]  + ; i 2 + q A  = p - q ,  

ou encore 
E. = +(-q+[q2+4(p-q)]1’2}. (3.13) 

Pour un choix quelconque des a j ,  avec aj = A = 0, (il y en a s lineairement in- 
dependants), et pour chacune des deux valeurs de I ci-dessus, l’equation (3.6) donne 
les B j k .  Les valeurs propres ;i donnees par l’equation (3.13) sont ainsi chacune s fois 
degenerees. 

Supposons enfin que tous les a j  soient nuls. Dans ce cas, les equations (3.5) nous 
donnent soit : 

(3.14) 

A =  - ( p - q )  et B .  J k  = - B  k j ‘  (3.15) 

Dans le premier cas les f s ( s +  1) quantites B j k r  1 < j < k < s+ 1 sont liees par s+ 1 
relations independantes, aj  = 0, j = 1,2,. . . , s+  1. La valeur propre p -  q est donc 
f s ( s  + 1)- (s + 1) = gs - 2)(s + 1) fois degeneree. Dans le deuxieme cas les relations 
ai = 0 ne sont pas toutes independantes; la derniere, par exemple, se deduit des s 
autres, qui, elles, sont independantes. La valeur propre - ( p -  q)  est ainsi $s(s + 1) - s 
= is(s - 1) fois degeneree. 

En resume, les valeurs propres et les vecteurs propres de M sont reunis sur le tableaul. 
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Pour diagonaliser M on a encore a choisir des bases orthogonales dans les espaces 
des valeurs propres degentrees de M ,  ce qui n’est pas facile surtout pour les valeurs 
propres A = k(p- q). Mais pour ecrire explicitement un element quelconque de M” 
on peut se contenter d’kcrire M sous la forme 

M = c A P ( i )  
1 

(3.16) 

oh la somme sur I\ porte sur les cinq valeurs propres A = 1, p -  q, - p +  q, A +  et A- . 
Les projecteurs P(A) verifient les relations 

P(A)P(A’) = &,P(j.). (3.17) 

En effet, les P(A) s’ecrivent comme 

(3.18) 

oh les B‘”)( i )  sont les vecteurs propres a droite de M qu’on vient d’indiquer dans le 
tableau ci-dessus, et les B‘“’(1) sont les vecteurs propres a gauche de M qu’on peut 
determiner par un calcul analogue. Pour A = 1, p - q et - p + q les vecteurs propres a 
gauche de M sont identiques a ceux a droite, tandis que pour A = +{ - q f [q2 + 4 ( p  - q)] l i 2  ) 
les vecteurs propres a gauche B$)(A*) sont lies aux vecteurs propres a droite B$)(A*) 
par la relation 

B;;)(A*) = BE)(&). (3.19) 

Utilisant les expressions de Bjk donnees dans le tableau 1 on voit apres quelques simpli- 
fications elementaires que 

s+ 1 c B$)(A)Bp(A’) = 0, si A # A’, 
j , k =  1 
j # k  

et 

Nous choisirons les C,(a), c,(a), aj(a), EAU) tels que 

C*(a)C*(Co = 1, 
et 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

pour que la relation (3.17) soit verifiee. Par exemple, on peut prendre 

ais) = o - j a ( s  + 1)- ‘ I 2 ,  aj(a) = d “ ( s +  1)- 1’2, (3.24) 

avec o = exp[2ni/(s+ l)]. Apres un calcul elementaire mais un peu long, on trouve 

1 
(P(A +) + P(A - ) ) j k , l m  = [ 6 k l + 6 j m +  s(6km+6j1)-21 (3.25) 
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(3.26) 

(3.27) 

I1 ne reste plus qu'a determiner les projecteurs P ( p  - q )  et P( - p +  q). Au lieu de choisir 
les bases orthogonales appropriees nous utiliserons l'artifice suivant (des Cloizeaux, 
communication privee; je lui suis reconnaissant pour cette astuce). On sait que 

1 P(4 = 1, 
I 

oh I est la matrice unite. De (3.25), (3.27) et (3.28) on tire: 

(P(p-q)+P(-p+q))jk,lm 

(3.28) 

(3.29) 

Si on echange les indices 1 et m, les B::(p - q)  et donc P ( p  - q )  ne changent pas, tandis 
que les B{:( - p + q )  et donc P( - p + q )  changent de signe. On obtient ainsi 

(P(P - 4) - P( - P + 4 ) , k , L m  

(3.30) 

d'oh l'on tire P( - p + q) et P ( p  - 4). 
On peut enfin ecrire la formule explicite : 

1 
( M n ) j k , l m  = 1 Anp(A) = - + ( P  - q)"P(p - 4) + ( -  P +  4)"Q - P +  4)  + (A,)" PV+) 

I s(s + 1) 

+ ( A  - )"P(A .- ), (3.31) 

oh A* = +{ -qk[q2+4(p-q)]112}, et les P(1)  sont donnes par les equations (3.25), 
(3.26), (3.27), (3.29) et (3.30). 
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